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Capitulo 1

Introduccién y motivacion

“No deseo estatuas, placas, premios, calles o institutos cuan-

do muera. Mis esperanzas son otras. Deseo que mi pais con-

tribuya al adelanto cientifico y cultural del mundo cientifico

actual. Que tenga artistas, pensadores y cientificos que en-

riquezcan nuestra cultura y cuya obra sea beneficiosa para

nuestro pais, nuestros compatriotas y toda la especie huma-
»”

na.

— Bernardo Houssay. Premio Nobel en Fisiologia (1947)

La Teoria Cuantica de Campos (Quantum Field Theory o QFT) describe sistemas
cuanticos con infinitos grados de libertad, y juega un rol central en modelos de altas
energias y sistemas fuertemente correlacionados en materia condensada. El denomina-
do grupo de renormalizacién (RG) propone reorganizar la Teoria Cuédntica de Campos
en términos de acciones efectivas que cambian con la escala de energia, y busca encon-
trar los grados de libertad que dominan los procesos cudnticos a una dada escala[l].
El flujo del grupo de renormalizacién entre puntos fijos, es decir entre las teorias de
campos conformes (CFT) en el UV (ultravioleta) y en el IR (infrarojo), esta fuerte-
mente ligado con la denominada entropia de entrelazamiento de una regién. La misma
es una medida de las correlaciones del vacio de la teoria entre una regién del espacio V'
y su complemento V[2]. Utilizando la subaditividad fuerte y la invarianza de Lorentz
se ha demostrado que el término universal constante del desarrollo en potencias o lo-
garitmico (para dimensiones pares) de la entropia de entrelazamiento, tomando como
regiéon una una (d -1)-esfera, para d = 2,3 y 4 decrece debido al flujo del grupo de
renormalizacién[3][1][5]. Estos teoremas se denominan de irreversibilidad y representan
una generalizacion cuantica de la irreversibilidad de la entropia termodinamica. Apa-
rentemente, existen modelos en donde la invarianza de Lorentz se encuentra ausente y
parecerian violarse dichas desigualdades [0].

En el marco de la Teoria Axiomatica de Campos, un resultado conocido como Teo-



rema de Reeh-Schlieder es sorprendente en términos de causalidad[7]. En particular,
uno de sus corolarios predice la existencia de estados con energia negativa y ademas, la
existencia de correlaciones del vacio para regiones que poseen una separacion de tipo
espacio, es decir, predice el entrelazamiento del vacio para la teorfa relativista[s]. Natu-
ralmente resulta de interés si éstos resultados siguen siendo véalidos aun en la teoria no
relativista en donde los estados poseen energia no negativa y ademas se ha demostrado

que el vacio de la teoria no se encuentra entrelazado|9].

En cuanto a la estructura de la tesis, la misma constara de tres capitulos de conteni-

dos ademés de una secciéon con conclusiones y miras hacia la continuaciéon del trabajo:

= En el capitulo 2, se estudiara como obtener una accién efectiva no relativista a
partir de la accion de Klein-Gordon. Se cuantizara la nueva teoria y se demos-
trara la existencia de estados de particulas localizadas en el espacio. Este tltimo
resultado sera clave, como se vera en el Capitulo 3, para entender la nulidad de
la entropia de entrelazamiento en la teoria no relativista. Ademas, se calculara el

propagador y se discutiran nociones de causalidad.

= En el capitulo 3, se estudiard el Teorema de Reeh-Schlieder y se revisara su
demostracion para el caso relativista. Se hara una extension de la misma al caso
no relativista y se discutira la falla de sus corolarios en dicho régimen. También se
introducira formalmente la nociéon de entropia de entrelazamiento y se dard una
prueba de su nulidad en la teoria no relativista. Ese resultado podra entenderse

debido a la existencia de estados de particulas localizadas en el espacio.

= Por tltimo, en el capitulo 4 se estudiard la entropia de entrelazamiento del cam-
po de Dirac libre en 1+1 dimensiones espacio-temporales en presencia de una
densidad no trivial de materia, es decir, con un potencial quimico p # 0. Esto
ultimo con el objetivo de comprobar uno de los resultados que parecerian violar
los teoremas de irreversibilidad en [0]. Siguiendo los pasos de [2] y [10] se cal-
culard la funcién de correlacion de dos puntos, que restringida a una region V,
permite calcular la entropia de entrelazamiento dado que la teoria es libre. Para
ello, se realizd6 un programa que computa la entropia de entrelazamiento en el
discreto de la teoria. Queda aun el trabajo de obtener los valores de la entropia

en el continuo de la teoria.



Capitulo 2

Limite no relativista del campo

escalar real

“Hay hombres que de su cencia
tienen la cabeza llena;

hay sabios de todas menas,
mas digo, sin ser muy ducho,
es mejor que aprender mucho
el aprender cosas buenas.”

— José Hernédndez. La vuelta del Martin Fierro.

En el marco de la Teorfa Cuéntica de Campos (QFT) un objeto de relevante in-
terés es el campo de Klein-Gordon ¢E(:1:“) que describe el comportamiento de particulas
relativistas de spin 0. El objetivo de este capitulo radica en entender como partiendo
del formalismo relativista de Klein-Gordon se puede obtener una teoria cuantica no
relativista, en donde la ecuacién de Schrodinger domine la evolucién temporal. Parti-
cularmente se estudiard la nocion de estados localizados en momento y en posicién,
y se concluird que estos ultimos solo estan bien definidos en la teoria no relativista.
También se calculara el propagador de la teoria no relativista a partir de las soluciones

del campo, y se discutira la nociéon de microcausalidad.



2.1 Campo escalar real clasico 4

2.1. Campo escalar real clasico

Consideremos un campo “clasico”! ¢(z*), tal que sea una funcién escalar y real, es

decir, ¢ : R4! ++ R y que satisfaga la ecuacién de Klein-Gordon?
(O +m*)d(a") = (8”0, + m*)d(z") = 0. (2.1)

Una posible accién S tal que al minimizarla §S = 0 se obtenga (2.1) resulta

S = /dtddmé [(0,0)* — m*¢°] . (2.2)

La condicién en capa de masa establece que la energia E en términos del momento p

de cada modo de Fourier del campo viene dada por
wy = E = ++/p? +m2. (2.3)

En el limite en el que p < m,

wﬁ:ﬂ:<m+p—2—|—(’)(p—4)> . (2.4)

2m m3

La energfa posee un orden dominante wy ~ +m mdés pequenias correciones entre las

. .. 2
cuales aparece la relacion usual no relativista . Para desacoplar los modos menos

energéticos, definimos un campo escalar complejo 1 : C*! — C tal que®

1
\V2m

Al reemplazar en la accién (2.2) y despreciando los términos que oscilan rapidamente
+i2mt

o=

(e7ap + ety (2.5)

debido a los factores e , se obtiene que

2 S SRR S
s~ [ dtdas(Q(watw o1 ) — 5 o] +2m|atw|). (2.6)

Como el ultimo término ﬁ\@tw\Q esta suprimido por la masa en comparacion con los
primeros dos (4191 — 9,97 ), también podemos despreciarlo y arribar a una nueva

accién aproximada

SxR = /dtddx <%(¢Taﬂp — ot ap) — %mﬂ/}\?) : (2.7)

1Se lo denomina “cldsico” ya que todavia no se han introducido ingredientes inherentes al mundo
cuantico.

2Se utilizara la métrica Lorentziana g = (+—...—) con d + 1 coordenadas espacio-temporales.

3En realidad, la expresién (2.5) tendria que escribirse en términos de 1 y ¥*. Sin embargo, al

cuantizar el campo ¢ y ¢* 1& y wAT, con lo cual se optara por usar sistematicamente T en vez de .



2.1 Campo escalar real clasico 5

La accién (2.7) usualmente se la denomina la accién de Schrodinger pues al minimizar

accién ¥ y ¥ satisfacen la ecuacion homénima y su conjugada en ausencia de potencial

v2 v2
) - — —— , T _— —_—— T

Integrando por partes y despreciando los términos de borde la accién (2.7) puede

reescribirse como usualmente aparece en la literatura

2
Sxr = / dtd®z 17 <z’8t + i) Y. (2.9)
2m

-~

LNR

La accién no relativista posee una nueva simetrfa global U(1) dada por ¢ ~— ¢~
con « constante. Esta nueva simetria no existe en la teoria en el UV (ultravioleta),
mas bien, es una ley emergente de bajas energias dado que todos los términos que la
rompen se encuentran suprimidos. Por el teorema de Noether, la corriente conservada
j* asociada a esta simetria viene dada por

.0 aJCNR 5¢

 OLxp 00 OLxn ou
I T 9(00)) da

= PG 0t o@wn sa ~ am VY TVIO) (210)

Mientras que la carga conservada N,

N = /ddxjo = /dd:v Vi, (2.11)

resulta ser el niimero de particulas. En particular, esta magnitud es semidefinida posi-
tiva. Més adelante tendra un rol fundamental a la hora de argumentar que la entropia

de entrelazamiento en la teoria no relativista es cero.

Las soluciones de las ecuacion de Schrodinger en el espacio de momentos resultan

— 7 2 .
ser ondas planas de momento p'y energia wy = 2-. Entonces, en el espacio real pueden

escribirse como combinacién lineal de ellas, pesadas por coeficientes complejos ay y al

7
d? L
0@t = [ areren) (2.12)
s
dd o
PI(7,1) = / e Z;d al, e PEwst), (2.13)
i
Por otro lado, el momento canénicamente conjugado respecto de v es
oL
m(T,1) = —2 — itz 1), (2.14)

(o)
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Con esto dicho, ya es posible continuar con miras hacia la cuantizacion del campo.

2.2. Cuantizacion canonica

Para conciliar los campos clasicos con la mecénica cudntica se puede seguir una
prescripcién denominada “cuantizacion candnica” en la cual los campos son elevados
a operadores® actuando sobre un espacio de Fock y sobre los cuales se imponen reglas

de conmutacién denominadas candnicas:’
(1), 01 (@, 0] = 8D (F—) y [ 6, 6@, D] = [01(@ 6), ¢ (&, 6)] = 0. (2.15)
Puede demostrarse que las relaciones son equivalentes a
lag,als] = )0 DG— ) v [apag] = af,al] = 0. (2.16)

En el formalismo del espacio de Fock se define el vacio |0) como el estado sin particulas
tal que (0|0) = 1y az/0) = 0 para todo p. A continuacién, veremos otros elementos que
permitan interpretar a los estados del tipo a;|0>.

El hamiltoniano H puede escribirse en términos de la densidad hamiltoniana H =

T — L como
dp

Como la densidad lagrangiana es invariante ante traslaciones espaciales, el momento
P resulta ser una carga conservada (que en este formalismo también resulta ser un

operador de campo),

5\ i i d’p i
(P)' = /ddeO = /dd:mrﬁl/z = / Gn) () alaz, (2.18)
siendo T" el tensor energia-impulso. Si definimos el vector |p) como

5) = al0), (2.19)

puede demostrarse utilizando las expresiones de H y P que: H|p) = ws|p) y P|p) = plp).
Esto dltimo permite interpretar a los vectores |p) como “particulas” de momento p'y
energia wy. Por este motivo se suele llamar a a; operador de creacién y consecuente-

mente a ay operador de destruccién. Sin embargo, estas “particulas” no se encuentran

4Formalmente deberfan indicarse tanto 1, a; y sus conjugados con un " sobre ellos, aunque omiti-
remos su escritura de aqui en adelante.

5En el caso no relativista también podrian imponerse relaciones de anticonmutacién para descri-
bir particulas fermidnicas, sin embargo, si se tratasen de imponer en el campo de Klein-Gordon, se
violarian principios béasicos como por ejemplo microcausalidad.



2.2 Cuantizacion candnica 7

localizadas en el espacio. Por otro lado, si existen vectores que se encuentran localizados

en el espacio y que resultan ser combinacién lineal de |p):

d

1) = ¥l (Z,0)[0) = / (;f)’d e PE|p) (2.20)

Para demostrar esa ultima afirmacion, es posible definir un operador posicién X al

igual que en mecanica cuantica no relativista
X = /ddxw(f)wf), (2.21)

y utilizando (2.15) puede verse que X|Z) = #|&). Estas particulas se encuentran locali-
zadas en el espacio y al igual que |p), satisfacen la relacién de completitud para estados

de una sola particula

= [ataial = [ m 2.22)

y estan normalizados de forma que

@z =@ -z") y (") =2n)0 Y F -5 (2.23)

Ademas, la interpretacién acerca de la localizacion es consistente con el célculo
(@p) = €77, (2.24)

cuyo resultado se encuentra en el marco de la mecanica cuantica no relativista al uti-

lizar la representacién posicién/momento de la funcién de onda.

El esquema de la existencia de estados localizados en posicién se desvance en la
teoria relativista. Si se hubiese seguido el mismo procedimiento de cuantizaciéon candni-
ca, las soluciones para el campo de Klein Gordon (2.2) ¢k (7, t) hubiesen resultado[!1]:

=\ d’p 1 ~i(pE—wzt) |t —i(pE-@t)\ _ A+ (= - (=
Orc(T,t) = / 2y % (aﬁe 7V tage P ) = ¢k (T, t) + (@, 1),
(2.25)
donde Wy = /p? + m?. El factor de normalizacién que depende de la energfa es tal que

. . L . d
la medida de integracién en el espacio de momentos [ (‘217‘5’ L

7 5 sea Lorentz-invariante
P
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[12]. Entonces, podriamos proceder de manera similar al caso no realtivista y definir®

d%p 1 L
Dke = Opa(7,0)0) = | ——F—==¢"7" : 2.26
e = 6xalE00) = [ 53— P e (2.20)
donde |p) k¢ = &;]O}. Notamos que wz ~ v2m cuando |p] < m, con lo cual en dicho
limite se recupera la expresion (2.20) absorbiendo la constante en una redefiniciéon de
los operadores de creacién/destruccién. Sin embargo, ocurre que la normalizacién de
|¥) k¢ no coincide con (2.23). Més bien puede demostrarse que

dip BT

. -3 m o : L
<x\37>KG=/(27T)d2 e = 27r2|f—y_’|/0 dt sinh(t) sin(m|Z — ¢ sinh(¢))

_ mEy(m|T — )

Y

22| — 4

(2.27)

siendo K la funcién modificada de Bessel de segunda especie y de primer orden” (o
funcién de MacDonald), que tiene la particularidad de decaer exponencialmente con la

distancia, es decir:

m3

1/2
q|) eI i om|T — g > 1. (2.28)
y

Zly) — —

@1 — (5

En vez de anularse para & # ¢ como en el caso no relativista, decae exponencialmente

con la inversa de la longitud de onda de Compton %, o en unidades no naturales
h

Ae = =~ 0,024 A. Por tanto, la teorfa de Klein-Gordon introduce una escala natural

a partir de la cual es factible hablar de la nocién de localizacion de las particulas.

2.3. Estados de muchas particulas

Hasta el momento sélo se definieron estados |p) y |Z) que fueron interpretados como
estados de una sola particula localizada en p'y en ¥ respectivamente. De manera muy
natural, podria extenderse la definicién para un niimero més grande de particulas. Por

ejemplo, en el espacio de momentos se define el vector |p; ... p,) tal que

[P - B} o aly ...al, |0). (2.29)

6¢>}G indica la parte de ¢ ¢ que contiene operadores de creacién. También se podria haber definido
%) k¢ actuando con (¢T) % sobre |0).

"Puede consultarse la Digital Library of Mathematical Functions del NIST. Su pagina web es:
https://dlmf.nist.gov/ .
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2.4 Calculo del propagador y microcausalidad 9

La proporcionalidad se debe a que al haber cuantizado con reglas de conmutacion, la
estadistica para un sistema de muchas particulas resulta bosénica, por lo cual, prodria
ocurrir que hubiese méas de una particula con el mismo momento. Por otro lado, también

se extiende la nocion de un estado de muchas particulas localizadas en el espacio como

ddpl ddpn i(pL & b &
= 2\ —i(P1 F1+...+Pn Tn) | > =
T1...%p) = e .o Dn)- 2.30
) = [ B (230)
La existencia de una base de estados |Z; ... Z,) en la teorfa no relativista serd una pieza
clave para justificar mas adelante que la entropia de entrelazamiento es nula en dicho

limite.

2.4. Calculo del propagador y microcausalidad

Un objeto central en cualquier teoria de campos es el propagador (o funcién de
correlaciéon de dos puntos o funcién de Green). Desde el punto de vista de la teoria
axiomatica de Wightman [7], el conocimiento de los correladores resultaria suficiente
para describir completamente a la teoria. En las teorias libres, apelando al teorema
de Wick[13], puede demostrarse que cualquier funcién de correlacién de 2n campos®
puede calcularse en términos de la funcion de correlacién de dos puntos. En tiempo
real, existen distintas prescripciones, todas extensiones analiticas del propagador en
tiempo euclideo. Sin embargo, s6lo calcularemos el propagador a tiempo real conocido

como propagador de Feynman® G, que se define como

Gr(z',t',2,t) = (T{y(T',t )W (7, 1)})

En la tltima igualdad se utilizaron las soluciones para ¢ y ¢! en términos de a; y a;;,
y el hecho de que (0|a; ;,\O) = 055 para demostrar la nulidad del dltimo término.

Explicitamente, el propagador se obtiene de la resolucion de la integral:

d ]
GO — AP g —a Bt 939
F (t t) (27T)d (& . ( .3 )

8En el caso del campo escalar, tiene que haber n operadores de creacién y n operadores de des-
truccién para que el correlador no sea idénticamente nulo.
9Como se verd en (2.31) el mismo coincide con el propagador retardado en la teorfa no relativista.
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Completando cuadrados y sacando fuera de la integral el término independiente de p,

zmw d¢ (t=t") o, (@ =F)
Gp=0(t"—t)e™ = / (2 ];d ez PSSl (2.33)
m
(#'-2)

Haciendo un cambio de variables por ¢ := p'+ m——7 ,

(@) d ! . (@'—3)? (- d
Gp =0t —t)e™ 2w / (;1 g;d T = Ot —t)e ™ (%/dy el&?mt)yQ)
T T

Utilizando la integral de Fresnel para o > 0, es decir, para t’ > t.

/dyeW - \/%(1 — ), (2.35)

el propagador de Feynman en el limite no relativista resulta

m d/2 .m(flff)2
Gr(Z' t' Z,t) =0 —1) (m) e 2y (2.36)

Para t — ¢’ el limite puede calcularse introduciendo un camio de variable 7 = i(t' —t)

d ’ 2
m o))
’ o — JT o (d) 2! 2
Thr(1;1+ Gr = | |1 (”_27TT€ 2 ) =0z - 2), (2.37)

j=

resultado que concuerda con el valor de expectacién en el vacio de (2.15), es decir, con

(Ol (@, "), 1@, 1)]|0) = 6'D(3" — 7).

El principio de microcausalidad establece que dos eventos con separacion de tipo

2

espacio, es decir, que satisfacen (r — z ') < 0, no ejercen ninguna influencia el uno

sobre el otro (siendo x = (Z,t) y ' = (Z’,t")). En general, cualquier observable de la

teorfa se puede escribir como [11]

A ~

O(x) = ¥ (2)O(x)d(x), (2.38)

donde O(x) es una funcién compleja o un operador diferencial. Por otro lado, puede

demostrarse que
0(2).0(")] = 0O ") (#(@)dla ) + 0@ Vi) Aw— '), (230)

siendo A la funcién de Pauli-Jordan

Az —a) = ("), 9" (). (2.40)
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0

La propiedad de microcausalidad formalmente se enuncia'® como una relacién de con-

mutacién para eventos con separacién de tipo espacio.
0(2),0z)] =0 si (z—2z)%<0, (2.41)
y en términos de la funciéon de Pauli-Jordan
Alz—2)=0 si (z—2")?<0. (2.42)
En la teoria no relativista, también puede demostrarse que
Gr(@' t' 2,t) =01 —t)(A(zx' — x)). (2.43)

Como G # 0 para t # t' el principio de microcausalidad se desvanece pues la méxima
velocidad de propagacién es infinita ¢ — oo y los tnicos eventos que no esta influen-
ciados causalmente son aquellos que posean el mismo t. Por otro lado, la expresion
(2.43) sélo es vélidad en el limite no relativista. Para el campo de Klein-Gordon ocurre
que si bien GEY nunca se anula, la funcién A sf lo hace para eventos de tipo espacio,

respetando asi al principio de microcausalidad.

10En [14] la conmutatividad estd4 manifestada expresamente en el Postulado 7. Sin embargo, como
en la teoria no relativista es imposible satisfacerla, los autores introducen el Postulado 8 que intuiti-
vamente establece la existencia de una ecuaciéon de campo que determina su evolucién a todo tiempo
dado el campo a un tiempo inicial.



Capitulo 3

Teorema de Reeh-Schlieder y

entropia de entrelazamiento

“Admiro la elegancia de su método de cdlculo, debe ser muy
hermoso cabalgar por esos campos sobre el caballo de las ver-
daderas matemdticas, mientras que los que son como nosotros
tenemos que hacer nuestro camino a pie.”

— Albert Einstein en referencia a Tullio Levi-Civita.

En el marco de la teoria axiomatica de campos, usualmente conocida en inglés como
Algebraic Quantum Field Theory(AQFT) o Local Quantum Physics [15], como conse-
cuencia inesperada de los axiomas Wightman[7], H. Reeh y S. Schlieder probaron un
teorema que causé revuelo y cuyo resultado se encuentra fuertemente ligado con cues-
tiones de localizacién y entrelazamiento [16]. Por ejemplo, en una prueba reciente del
teorema-a [5] que utiliza estados Markovianos (aquellos que saturan a la subaditividad
fuerte), como consecuencia del teorema de Reeh-Schlieder, deben considerarse regiones
limitadas solo en el plano nulo del cono de luz.

En términos formales, el teorema predice la verificacién de una propiedad por parte
del vacio denominada ciclicidad y en conjunto con la propiedad de microcausalidad de
la teoria relativista implican su separabilidad. Consecuentemente, éste posee correlacio-
nes entre cualesquiera dos regiones y por ende, la entropia de entrelazamiento de una
region arbitaria resulta no nula. Dentro de este contexto, el objetivo de este capitulo
consiste en entender como en el limite no relativista en donde la maxima velocidad de
propagacién es infinita, dos aspectos a priori contradictorios tienen lugar: la validez del

teorema de Reeh-Schlieder, y la nulidad de la entropia de entrelazamiento.

12
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3.1. Enunciado

El objetivo de esta seccién es enunciar el teorema de Reeh-Schlieder siguiendo los

pasos de [3]. Para empezar, consideremos algunas definiciones:

Mp el espacio-tiempo de Minkowski de dimension D, es decir D = d + 1, con

signatura (— +...+)%

» ¥ C Mp una hipersuperficie completa de tipo espacio (o hipersuperficie de
Cauchy). Clasicamente es una regién del espacio tiempo en donde se determi-

nan las condiciones inciales de la teoria.

= V C ¥ un conjunto abierto arbitrario de la hipersuperficie.

Uy C Mp un pequeno entorno de V en el espacio-tiempo.

Para visualizar los objetos recien definidos podriamos pensar en D = 2, tomando
L={rzeMp:2°=0},V={zeMp: 2°=0A|2Y{ <L} yUy={x e Mp: |2° <
e N |zt] < L}.

€
> 1 b v >x1
YV oL

Figura 3.1: Ejemplo de los conjuntos X, V y Uy en D = 2.

Ademads, consideremos:

|©2) el estado de vacio, es decir, el estado de minima energia.

= Si ¢(z") representa un campo escalar, los valores de expectacion del tipo (Q|o(xf) ... ¢(a#)|Q)
no se encuentran bien definidos (poseen divergencias). Por tal motivo, se consi-

derard la funcional ¢ del campo ¢ en términos de una funcién suave f como:

¢r = [ dPx f(z")o(a").

= [5) = p @, .. H1,|Q2) el estado en el espacio de Hilbert H con las f; con soporte

en Us.

» Hy C H el sector de vacio consistente de todos los estados que resultan ser

combinacién lineal de |9 f), en otras palabras, Ho = Span{|¢ f>}

fieus, *

1S6lo en este capitulo se considerars esta signatura para la métrica.
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Teorema de Reeh-Schlieder Considerando todas las definiciones, si las f; estan

restringidas en un entorno arbitrariamente chico U, C Mp entonces Ho = Span{|17) } ., -

En el marco de la Teoria Axiomatica de Campos, resulta més riguroso hablar del
algebra de operadores en una regién que de los operadores de campos per se. Esto da
una formulacion de la teoria que no depende particularmente de los campos utilizados

en su descripcién[17]. Por ese motivo, introducimos dos nuevas definiciones:

= V C ¥ un conjunto abierto, entonces Ay, se define como el dlgebra de operadores

con soporte en U).

» Para [¢)) € Ho y Ay, un algebra de operadores, se dice que 1 es un vector ciclico

de Ay, si Ho = Span{aly) : a € Ay, }.

Teorema de Reeh-Schlieder (nuevo enunciado) El vacio |2) es un vector ciclico

para Ay, con V C ¥ arbitrariamente pequetlo.

3.2. Demostracion

3.2.1. Caso relativista

Para probar el teorema utilizaremos el método de reductio ad absurdum. Suponga-

mos que el teorema de Reeh-Schlieder es falso, entonces Ho # Span{[¢7) } . Luego,

fieuy,
1
un vector |x) distinto de |Q) debe existir tal que? |x) € <Span{\¢f)}]fieuv) , en otras

palabras

0= (xl¥p), (3.1)

con f; con soporte en U. Esta afirmacién es equivalente atn si los campos no son

considerados como distribuciones:

0= (x[¢p) fi consoporte enlly < (x[d(z1)p(x2)...0(zn)[2) =0 z; €Uy. (3.2)

Lema Si (3.2) es valida V z; € Uy = es también vélida ¥V z; € Mp.

Si el lema es verdadero entonces |x) es ortogonal a todo vector en Ho® (ya que Ho =

Span{|v ) }H ricu,

lo cual es un absurdo. Por lo tanto, el teorema de Reeh-Schlieder queda demostrado.

debido a la definicién del sector de vacio) implicando que |y) = |Q2),

Ahora la tarea dificil, la demostracién del lema:

2Estamos pensando que para un conjunto abierto arbitrario U, Ho = U @ U~ por ser H, separable.
3Notemos que eso es equivalente a decir que |y) € Hg . Pero por otro lado, Ho = Ho @® {|Q)} con
lo cual Hy = {|)} vy [x) = 19).
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» Definamos p(z1,...,2,) = (x|o(z1) ... ¢(z,)|Q). Primero, demostraremos que
@ continua anulandose si x,, se mueve por fuera de Uy, manteniendo las otras
variables en U),. Segundo, probaremos que sin restricciones en z, 1 y en x,,
manteniendo x4, ..., 2, o € Uy, p continua anulandose. Finalmente, procediendo
de forma similar variando la coordenada k-ésima hasta que £ = n, concluimos

que ¢ es idénticamente nula V x; € Mp, demostrando asi el lema.

» Para demostrar que ¢ se anula cuando sélo se varia x,,, consideremos un vector
de tipo tiempo que apunta en la direccion futura R € Mp y un pardametro real

u, tales que z, = ,, + uR (ver (3.2)(a)). Si definimos g como ¢ evaluada en z/;:

g(u) = (xX|6(x1) ... (2o +uR)[Q) = (x|(ar) . .. D ()~ 1 B H—ulD)| O
(3.3)
Dado que P*|2) =0,

g(u) = (x|6(1) ... CEHuED g )] Q). (3.4)

Es importante remarcar que si v es tal que x, + uR € Uy, eso implica que

(a) x° R (b) Im(u)

‘\' R "'.
e f X1 I Re(u)
L/‘V_’ < | >

Figura 3.2: En concordancia con el ejemplo de (3.1), en (a) R € Mp es un vector de tipo
tiempo que apunta en la direccién futura que define un rayo uR a través del origen. La funcién
g(u) se anula en el segmento amarillo, 6 como estd indicado en (b) en el intervalo I de Re(u).
Ademas, para demostrar el teorema u € R — u € C.

g(u) se anula para los correspondientes valores de u en I*. De ahora en adelante
u € C. Afirmamos que como \I%| < R° por ser R de tipo tiempo, entonces
Im(u|R|) < Im(uR°) para u en el semiplano superior H. Més atin, usando el

hecho de que Bj < |R||p] y que |p] < H (porque H = +4/p? +m?) puede
notarse que

ei(uROH—uR’m

Im(u|R|) < Im(uR’) veH = <1 weH. (3.5)

Entonces, el operador exponencial se encuentra acotado para los u en el semiplano

superior y consecuentemente, resulta holomorfo en la misma regién.

4El intervalo I = (—¢,€) consiste de todos los valores de u sobre el rayo que genera R dentro de
Uy, tales que g(u) = 0.
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» Hemos aprendido que g(u) es holomorfa en el semiplano superior, continua a
medida que u se acerca al eje real por encima, y nula en el segmento I = (—¢,€)
del eje real. Consecuentemente (ver Apéndice A) g(u) = 0 Vu € C. En particular,
para u € R concluimos que g(u) se anula para un rayo en Mp que pasa a través
de z,,. Continuando con el mismo procedimiento podemos probar que ¢ se anula
en el cono de luz pasado y futuro de z,,. Es posible repetir el mismo argumento
pero eligiendo otro conjunto de Mp en donde ¢ se anule, y comenzar a zig-
zagear en Mp hasta cubrirlo enteramente. Como consecuencia, conluimos que

0 =0 Vxi,...x,_1 € Uy, sin la restriccion de que x,, € Uy.

= El proximo paso consiste en remover la restriccion x,,_; € Uy. S6lo moveremos las
ultimas dos variable de forma similar al paso anterior x,,_1, x,, = *,_1 +uR, x, +

uR. Luego, puede verse que

g(u) = (x|é(a1) . .. T IR G, )b(,)] ). (3.6)

De nuevo, concluimos que g(u) se anula en u € C y por lo tanto ¢ = 0 para
un desplazamiento arbitrario en Mp de ambos x,,_1, 2, al mismo tiempo. Da-
do que somos libres de mover independientemente a x,, concluimos que ¢ =
0 Vxq,...2,_9 € Uy, sin la restriccién xz,,_1, x, € Uy. Finalmente, como se men-
cion6 al principio de la demostracién del lema, realizamos el mismo procedimiento

para las ultimas k coordenadas hasta que k = n, lo cual completa la demostracién.

t

3.2.2. Caso no relativista

Para extender la demostracion al caso no relativista el hamiltoniano H de la teoria
debe ser tal de que exista un estado de minima energia, es decir, un estado de vacio |(2).
También, debe pedirse que |p] < H para poder probar la implicacién (3.5). Notemos que
esto dltimo trivialmente se satisface en la teoria relativista pues H = /p? +m?2 > |p.

Sin embargo, si ingenuamente tratasemos de utilizar la relacién no relativista usual H =

>

5 1o podriamos concluir que dicha desigualdad se cample. No obstante, considerando

/ . . ., . ., . 2 .
el término dominante m de la relacién de dispersion, es decir H = m + 2, es posible

probar que H > 24/m - % > |p] (en donde hemos utilizado la desigualdad de las
medias AM-GM). Notemos que una vez satisfecha la relacién H > |p], la demostracién
no requiere del uso de la invarianza de Lorentz, méas bien de la existencia de traslaciones
espacio-temporales, que particularmente se encuentran bien definidas aun en el limite
no relativista. Con esto ultimo, hemos extendido la prueba para el caso no relativista

y por ende probado la ciclidad del vacio para esta teoria. [
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Una cuestion a tener en cuenta es que las superficies de Cauchy necesariamente
son hipersupeficies con t constante pues en el caso no relativista ¢ — oo y el cono
de luz colapsa a una regién que abarca todo Mp menos la recta 2° = 0. Por otro
lado, también notamos que la ciclidad del vacio en la teoria no relativista no es posible

obtenerla naturalmente sin haber partido ab initio de una teoria relativista.

3.3. Corolarios

Como mencionamos al principio del capitulo, la ciclidad del vacio en conjunto con
la propiedad de microcausalidad de la teoria relativista implican la denominada se-
parabilidad del vacio. En términos del dlgebra de operadores se dice que un vector
1) € Ho es separador del algebra de operadores Ay, si la condicién ali) = 0 con

a € Ay, implica a = 0.

Separabilidad del vacio Si el vacio |Q2) es ciclico para Ay, (resultado que sigue
del teorema de Reeh-Schlieder) y Ay, es un dlgebra de operadores de una regién Uy

con una separacién de tipo espacio respecto de U),°, entonces |(2) es un vector separador

de .Az,{v, .

Para realizar la demostraciéon consideremos dos regiones con separacion de tipo es-
pacio Uy y Uy, y un operador a con soporte en U),. Por la propiedad de microcausalidad
se cumple que:

[p(x),a] =0 x € Up. (3.7)

Anéalogamente, considerando un operador a’ con soporte en Uy
[p(x),d'] =0 x€Uy. (3.8)

Supongamos ademds que a es un operador de destruccién del vacio a|Q2) = 0. La

conmutatividad de a con operadores ¢(z;) con soporte en z; € Uy implica que:
ap(x1) ... 0(x,)|Q) =0 x; € Uy (3.9)

Pero debido al teorema de Reeh-Schlieder, ¢(x1) ... ¢(x,)|S2) genera todo Hy. Por lo

tanto a = 0 en todo el sector de vacio Hg. [

®Notemos que Uy no es el dlgebra de operadores conmutante con Iy, denotada como Uy,. En
realidad se cumple que Uy C U, y cuando coinciden dicha condicién se denomina dualidad de Haag
[8]. Como la demostracién solo usa la conmutatividad de los operadores, la separabilidad del vacio
sigue siendo vélida atin considerando U;,. La pérdida de la dualidad estd relacionada con la existencia
de sectores de superseleccién[183].
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Este resultado de la teoria relativista es sumamente interesante y como ya se men-
cioné anteriormente, depende fuertemente de la conmutatividad de los operadores (es
decir, de la propiedad de microcausalidad de la teorfa). Existen otro resultados que
también pueden desprenderse de la separabilidad del vacio [3]: la existencia de estados
de energia negativa y de correlaciones en el vacio entre regiones con separacion de tipo
espacio.

Aunque el teorema de Reeh-Schlieder es valido en la teoria no relativista, los co-
rolarios no siguen siendo necesariamente ciertos pues se pierde la conmutatividad a
tiempos distintos. En particular, puede probarse que la entropia de entrelazamiento de
una regién del vacio con su complemento es siempre nula [9]. En lo siguiente, introdu-
ciremos brevemente la nociéon de entropia de entrelazamiento y se dardn argumentos

por la cual la misma es nula en la teoria no relativista.

3.4. Entropia de entrelazamiento

Al estudiar un sistema fisico con propiedades inherentes de la mecanica cuanti-
ca, resulta imposible separar la nocién del “estado actual del sistema” respecto de
“nuestro conocimiento del estado del sistema” [19]. Ambas pretenciones se encuentran
codificadas en un operador p que se denomina matriz densidad y posee las siguientes
propiedades:

p=rp', Tr(p) =1 (3.10)

En el formalismo de la matriz densidad, puede calcularse el valor de exprectacion de

un observable arbitrario @ como
(0), =Tr(Op). (3.11)

Motivada por la definiciéon de la entropia de Shannon en el contexto de la teoria de la

informacion, se define la entropia de Von Neumann como

S(p) = =Tr(plog(p)). (3.12)

En el marco de Teoria Cuantica de Campos la entropia de Von Neumann tiene un rol
protagonico cuando un observador sélo puede acceder a un subconjunto del conjunto
completo de observables de la teoria [2]. Dada una regién V' del espacio, para lidiar con
la falta de acceso a los observables en su complemento V, se define la matriz densidad

reducida en V como®

pv = —Trp(|0)(0]). (3.13)

6Se considera como matriz densidad del sistema completo a p = |0)(0].



3.5 Entropia de entrelazamiento de la teoria no relativista 19

Consecuentemente, la entropia de entrelazamiento asociada a la region V' se define

como la entropia de Von Neumann de py:

S(V) = =Tr(pv log(pv))- (3.14)

3.5. Entropia de entrelazamiento de la teoria no re-

lativista

Para entender por qué la entropia de entrelazamiento de una regién V' arbitraria

en la teorfa no relativista es cero [J], pensemos que el espacio de Hilbert H" es tal que
H=Hy @Hy. (3.15)

Como se argumentd en el capitulo anterior, en la teoria no relativista existe una base de
estados localizados, por ende, consideraremos una base de estados localizados en V' para
Hy v una en V para Hy. Esto tiltimo resulta equivalente a decir que el operador niimero
restringido a la region V', Ny, conmuta con el operado nimero restringido a la region
V., Ny respectivamente. Dado que en el vacio no hay particulas 0 = N = Ny + Ny v

8

al ser V; semidefinidos positivos °, concluimos que Ny = Ny = 0. Esto tltimo, implica

la separabilidad del vacio global como el producto de vacios locales en V' y en V:
10) = [0)v @ [0)y- (3.16)

Entonces, al trazar sobre V resulta que pyr = [0)(0|y representa un estado puro y en
virtud de (3.14), S(V') = 0.

"No siempre el espacio de Hilbert total H puede descomponerse de esa manera. Para un campo
fermidnico libre si es posible hacerlo, mientras que para teorfas de gauge no [20].

8En la teorfa relativista, la carga conservada que resulta de la simetrfa U(1) para el campo escalar
es N = Nparticulas — Nantiparticulas- £1 tal caso, N no posee la propiedad de ser semidefinido positivo.



Capitulo 4

Entropia de entrelazamiento a
densidad finita

“Un segundo basto para separar su cabeza del cuerpo, pasardn
siglos para que una cabeza como aquella vuelva a ser llevada
sobre los hombros de un hombre de ciencias”

— J.L. Lagrange sobre la ejecucion de A. Lavoiser (1794).

La entropia de entrelazamiento es un objeto que permite medir las correlaciones
de una regién del espacio V en una teorfa, con su complemento V. En el presente
capitulo consideraremos un campo de Dirac libre discretizado en 1+1 dimensiones
espacio-temporales y estudiaremos la entropia de entrelazamiento siguiendo los pasos
de [2]. En particular, introduciremos una densidad no trivial de materia, es decir,
en el marco del formalismo gran candnico, un potencial quimico p no nulo. Por el
momento, se han hecho célculos analiticos considerando la teoria en el discreto y se
ha procedido a una etapa de programacién para la obtencién de las curvas de entropia
de entrelazamiento. Queda aun el trabajo de que las curvas de S(V') representen la

entropia de entrelazamiento en el continuo de la teoria.

4.1. Densidad de materia no nula

Consideremos un campo fermiénico libre 1/ de masa m en d+1 dimensiones espacio-

temporales. Su densidad lagrangiana resulta'
£ = §(iy"0, — m)e. (4.1)

Incluir una densidad de materia no nula es equivalente a exigir que el valor de ex-

pectacién de una carga conservada sea distinto del trivial [21]. Para el caso del campo

1Se utilizard la métrica Lorentziana g = (+—...—) con d + 1 coordenadas espacio-temporales.

20
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fermidnico, la simetria global U(1) dada por ¥ +— e~**1) con « constante, por el teorema

de Noether implica la existencia de una corriente conservada j* dada por:

JU— oL 5_w__u
j _6(8M¢)5a_m . (4.2)

Donde la correspondiente carga conservada N viene dada por:

N = / diz 0 = / d4z . (4.3)
En este caso N representa el niimero de particulas.

La descripciéon de un sistema fisico que esta en contacto con un reservorio que
permite el intercambio de energia y de particulas en donde la densidad media de energia
y de materia (densidad media de particulas) son constantes puede realizarse en el marco
de la descripcién gran canodnica. En la misma, el reservorio posee una temperatura 7T’
y un potencial quimico pu dados. En este formalismo, la densidad hamiltoniana se ve
modificada:

H—H =H— uN. (4.4)

Con lo cual la densidad lagrangiana (4.1) con un potencial quimico arbitrario u resulta

L =90, — m) + pp' =¥ ((po + )" + piy' — m) . (4.5)

Redefiniendo py = po + p, la relacion de dispersién se modifica como

po=Po— = —pt/p?+m2 (4.6)

En funcién del signo de pg los estados en el espacio de momentos p’ quedan separados

por la denominada superficie de Fermi que consiste de aquellos estados con momento
P tales que po(p) = 0, es decir, aquellos estados con momento |p] = /p? — m2.

4.2. Entropia de entrelazamiento de un sistema fer-

mionico discretizado

Los primeros célculos de entropia de entrelazamiento se abordaron con una técnica
que se denomina de tiempo real?, en la cual se parte de una versién discretizada de
la teoria de campos y eventualmente se toma el limite al continuo [2]. El objetivo de

esta técnica consiste en calcular la matriz densidad correspondiente al estado de vacio

2En contraste con la técnica que se denominda de tiempo euclideo.



4.2 Entropia de entrelazamiento de un sistema fermidnico discretizado 22

global utilizando correladores. Si py resulta la matriz reducida (3.13) de una regién V/,
por cada operador Oy localizado dentro de V', los valores de expectacion en el vacio

(Oy), de forma similar a (3.11), deben ser tales que [2][22]

<Ov> = Tr(pv(’)v). (47)

Al considerar una teoria discretrizada de fermiones libres, su densidad hamiltoniana
‘H puede escribirse en términos de operadores de creacion y destruccién localizados en

cada sitio

H = Z prara (4.8)

tales que {¢;, c;r} = 0;;, al igual que en un modelo de tight-binding. Al ser una teoria

libre (cuadratica o gaussiana), y en virtud del teorema de Wick [10], la matriz densidad
reducida py resulta
e_’C efzi,jeV K’LJ I
= = 4.9
v Tr(e %) Tr(e %) (4.9)

donde K es el denominado hamiltoniano modular. De particular interés resulta el co-
rrelador
Ci; = (cley), (4.10)

ya que el hamiltoniano modular podra escribirse en términos de C. Al realizar una

transformacién unitaria® tal que diagonalice al hamiltoniano modular
ci=Y_ oni)a, (4.11)
k
siendo {a;} un nuevo conjunto de operadores. Puede demostrarse que

Zcbk )i (j e6k+1 (4.12)

y que
Kij =Y ¢ili)ou(i)e, (4.13)
k

donde €, corresponde a la energia del k-ésimo estado del hamiltoniano modular. Estas

dos 1ltimas expresiones permiten escribir al hamiltoniano modular como
K= —log(C~'41). (4.14)

Entonces la matriz densidad reducida py queda exclusivamente definida a través de

la matriz de correlacion de dos puntos C' restringida en V. Por ultimo, la entropia de

3Para mantener invariante las relaciones de anticonmutacién, es decir, para que {ax, aj} = 0k -
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entrelazamiento S(V') puede calcularse segun (3.12):

S(V) = = S Ti(putoslp) = 3 (1 +lou(1 + 7))
— —Tr (Clog(C) + (1 — C)log(1 — C)) (4.15)

= (yjlog(v;) + (1 — v;) log(1 — 1)) ,
J
donde v; indican los autovalores de C restringidos a una regién V.

En conclusién, por tratarse de una teoria cuadratica (libre), tanto la matriz densidad
reducida py como la entropia de entrelazamiento S(V') dependen solamente de la matriz
de correlacién de dos puntos restringida en V. Entonces, la tarea de computar S(V)
se reduce al calculo de los autovalores de la funciéon de correlacion de dos puntos

restringida a V.

4.3. Entropia de entrelazamiento del campo de Di-

rac en 1+1

Consideremos como nuestro sistema a un campo fermiénico libre 1 en contacto
con un bano térmico a temperatura 7" = 0 y potencial quimico p. En vez de conside-
rar la densidad lagrangiana (4.5), consideraremos la versién simetrizada que posee la

particularidad de ser hermitica[l 1]

L= L1 = Sy B, — mi + iy, (4.16)

con lo cual

M, 1) =~ 8, -+ mi — e, (117

<~ <«
donde el operador 9 es tal que A 9 B = A(0B) — B(0A). Trabajaremos en 1+1 dimen-
siones espacio-temporales, y discretizaremos la coordenada espacial con un espaciado
¢ de forma tal de escribir el hamiltoniano de la teoria como (4.8). Para pasar la teoria

al discreto efectuamos:

_ Tt
by Wl oy LTV ot Y T ¥ (4.18)

€ €

Luego, considerando el caso particular con € = 1, resulta que

H=>" (—%(d}lvovl(%ﬂ — ) — c.c.) + mapiy b, — Wl%) : (4.19)
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donde {1, @/Jj} = 0,;5. Dado que el sistema posee invarianza traslacional, resulta conve-

niente realizar una transformada de Fourier discreta del campo en cada sitio
1 ikn
Yn = \/_N Z Pre (4.20)
k

donde N es tal que >, etk = N dnp (efectivamente N resulta ser el nimero de sitios
pensando en que todavia no hemos efectuado N — oo). Entonces, el hamiltoniano

resulta
H=> ¢k (sin(k)y"" +m2" — i) o = Y oL M(k)gy. (4.21)
k k

Utilizando propiedades generales de las matrices gamma puede probarse que Tr(M) =
—2p1 y Det(M) = —(m? + sin(k)? — p?), y los autovalores de M (k) resultan

0=E} —Tr(M)Ey +Det(M) <& Ej,=—p++/m?+sin(k)2. (4.22)

Para calcular los autoespinores adoptaremos la representaciéon dada por 7° = o' y

y! = io? como se sugiere en [2]. Luego, si denotamos a u y v a los autoespinores

asociados a E;f y F, respectivamente:

E,j(z)u:a<_ " i ) yEk_(:)v:b(_ m i )
sin(k) + y/m? + sin(k)? sin(k) — y/m?2 + sin(k)?
(4.23)
Las constantes de normalizacién a y b son extremadamente importantes* ya que es
necesario construir una matriz U(k) constituida por los autoespinores. Mas aun, U

debe ser unitaria para preservar las relaciones de anticonmutacion canénicas. Entonces:

U(k) = (uv) y U'(k)U(k) =1 implican (4.24)
a2 = !
2y/m? + sin(k)2(\/m?2 + sin(k)2 + sin(k))’ (4.25)
) :
b?

- 2¢/m? + sin(k)2(\/m?2 + sin(k)? — sin(k))

4Quisiera agradecer a Raimel A. Medina Ramos por la observacién y por los distintos aportes en
los cédlculos de este sistema.
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Ahora, el producto externo de los autoespinores resulta® (definimos el producto externo

de dos vectores como de costumbre (z1y);; = xgyj):

ot — 3 2\/72121251;1(@2 2\/m27j:sm(k) B l]l—k mfyO sin(k)y0y!
4.26
I - % T 2\/njl2nf;)n(k)2 _2\/m2im(k) _ 1]1— m,yo B Sin(k)fyofyl
R 2 wniki(k 2 2y/m? +sin(k)? 2y/m? + sin(k)
(4.27)

Esperamos que estos resultados sean independientes de la representacion utilizada,
dado que los resultados fisicos no puede depender de ello. Para computar el correlador,
procedemos de forma similar a la seccién (4.2) dado que nuestra densidad hamiltoniana
es de la forma H = Z ij ch La funcion de correlacion de dos puntos va a depender

de las autofunciones yj y de las autoenergias E,f como:

T 0
Cij = (¥l5) ZXk Dxe(i) 5 +6Ek = Zxk i) xk(4)O(— Ex), (4.28)

donde O representa la funcién de Heaviside. Hasta el momento, hemos realizado dos
cosas, primero realizamos una transformada de Fourier discreta y luego diagonalizamos
M (k). Ademds, en nuestro ejemplo, el producto entre autoespinores no devuelve un
escalar, sino que por tratarse de un producto externo, retorna una matriz de 2 x 2.
Finalmente:

ik (=)

Ciy = v (W (Ru(R)O(=Ey (1) + v (k)o(k)O(-Ey (1)) (4.29)

En el limite N — oo, la sumatoria se transforma en una integral ), — f @= Y el
intervalo de integracién se reacomoda k € (—m, 7). Entonces, obtenemos la expresién

para el correlador para p arbitrario

Co = [ 5 (BuO(-E (1) + v (R)e(R)O(~Ey () X079, (430)

SPara simplicar los calculos, puede utilizarse la identidad m? = (y/m2 +sin(k)? —
sin(k))(y/m? + sin(k)? + sin(k)).
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En el caso particular en el que = 0, Cf; = Cy;(p = 0) coincide con la ecuacién (201)

de [2] a menos del signo de m5,

cy :/ — ot (k)v(k)e*i=)

o 2T

Tdk (1 m~° sin(k)y°y! (i
A2m\2  2/m?+sin(k)?  2y/m? +sin(k)?

_ 15@' /Tr dk —my° + Sin(kWOVleik(ifj)_
< A4r m? + sin(k)?

=3 i

Un resultado interesante de (4.30) es que el correlador para p = 0 (4.31) no se ve mo-

dificado al cambiar el potencial quimico a menos que p > m. Por otro lado, si p es tal

que 4 > v/m2 + 1 resulta que C;; = 16;;. Esto tltimo es un efecto de la discretizacion

del sistma puesto que se trabajé con un espaciado de € = 1. Si se hubiese utilizado un

€ genérico los nuevos resultados podrian obtenerse sencillamente mapeando: k +— ke y
sin(-

sin(-) — # Luego, el efecto antes mencionado ocurriria sélo si g > y/m? + }2, pero

puesto que € — 0 en el continuo, eso nunca podria cumplirse.

A partir de la expresién (4.30) se realiz6 un programa con el fin de calcular la
entropia de entrelazamiento S(R) de una regién V(R) = {i,j : 1 < i,j5 < R} en
funcién de R. Debe notarse que para emplear numéricamente la férmula (4.15), se deben
calcular los autovalores de la matriz C restringida a la regién V(R). Sin embargo, cada
elemento C;; es ademds una matriz de 2 x 2 debido al cardcter espinorial del campo de
Dirac. Por este motivo a la red original (ia) (con o = 1,2) se le asocié una nueva red

I = (i) definida de forma tal que’
I'=2(i—1)+a. (4.32)

Mientras que la relaciéon inversa esta dada por

i=1+ {%J . a=1(mod?2). (4.33)

Para optimizar el programa, las componentes de los correladores las renombramos

Cungy = A+ (G — 1), Cang = Cazgny = B —1i) , Cayyy = A-(G — i), (4.34)

6El signo de m resulta irrelevante, ya que el valor que realmente importa es el de m?.
7Si los fndices originales estaban restringidos a 7,7 = 1,..., R, en la nueva red estaran restringidos
al,J=1,...,2R.
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y en la nueva red resulta que

AL (L) siLJ =0 (mod?2)

2

Cry=8A (LL) sillJ=1(mod2) - (4.35)

2

B (L(_I)I) caso contario

Pueden obtenerse expresiones un poco mas trabajadas para AL y B utilizando argu-

mentos de paridad, resultando

A (z) = 1 n 1+ (—1)* sin(Ax) Ly dk sin(kz) sin(k)
: —
2 AT 2y/m? +sin (k)
A : .
sy [t i
0o T 2y/m?2+sin®(k)

B(z) = /7r dk  m cos(kx) (—1) /A dk  m cos(kzx)
AT 2y/m?2 4+ sin®(k) 0 T 2y/m?+sin®(k)

2 T

(4.36)

?

y siendo el parametro A = arcsin(\/;W). A partir del programa® se pudieron
obtener graficos para la entropfa de entrelazamiento como el de (4.1). También para
dicho ejemplo, se ajusté una dependencia funcional de la forma a + blog(%) cone=1
y se obtuvo un valor de b &~ 0,343 que se aproxima a 1/3, valor de la carga central
del algebra de Virasoro, que aparece como una constante universal acompanando al

término logaritmico de la entropia en sistemas en 1+1 dimensiones para mR > 1[23].

2.0

= 1.5? e Simulacion

7 1.0; . = Ajuste: a+blog(R/e)
0.5; .
0.0:'

0 20 40 60 80 100 120 140
R

Figura 4.1: Simulacién de la entropia de entrelazamiento para una regién R con m = 0,1,
= 0,11 y espaciado € = 1. Se ajust6é una dependencia de la forma a + blog(%) cone=1yse
obtuvieron los valores: a =~ 0,603 y b ~ 0,343.

La préxima tarea a realizarse como continuacién del trabajo consistird en obtener

curvas como las de (4.1), pero en el continuo de la teoria. Este procedimiento no

8Dada la periodicidad de la relacién de dispersién, se debe dividir por dos al valor de la entropia
de entrelazamiento para obtener el resultado correcto asociado al campo de Dirac en el continuo.
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es tan sencillo computacionalmente dado que hay dos parametros adimensionales a
controlar para un espaciado € = 1 constante y para un dado R: A\, = mR y A\, = uR.
A priori, se esperaria que: para \; < 1 la entropia sea proporcional a log(R) por
comportarse como una CFT [2]; para > m y A, > 1 domine la superficie de Fermi y
la entropia sea también proporcional a log(R)[0]. Por tanto, a partir de la simulacién
se podria observar como es la transicién entre un comportamiento y el otro al variar

los parametros adimensionales.



Capitulo 5
Conclusiones y proximos pasos

“Amigo Edison. Solo conozco a dos personas que merezcan
llamarse “genio”. Una es usted; la otra es el joven que porta
esta carta”

— Carta de recomendacion de Nikola Tesla.

En el presente trabajo se estudiaron algunos aspectos fundamentales de la Teoria de
Campos en el limite no relativista, y hacia el final, introduciendo una densidad finita
de materia.

En el segundo capitulo se obtuvo una accién efectiva a bajas energias partiendo del
campo relativista de Klein-Gordon. Con ella se determinaron las soluciones y la teoria
se cuantizd siguiendo el esquema canoénico. Se estudiaron estados de particulas de dos
tipos: por un lado localizadas en el espacio de momentos y por el otro, localizadas en
el espacio real. Este dltimo tipo de particulas son inexistentes en la teoria relativista
original. También se calculd el propagador a partir del formalismo operatorial, y se
discutié la pérdida de la nociéon de microcausalidad debido a que la maxima velocidad
de propagacion no se encuentra acotada.

En el tercer capitulo, se estudio el Teorema de Reeh-Schlieder. Se analizé su demos-
tracion en el caso relativista, y en particular, el corolario que implica la separabilidad
del vacio. Por otro lado, se extendié la demostracion del teorema al limite no relati-
vista, aunque en este caso la separabilidad del vacio no ocurria debido a la falta de
conmutatividad de los campos a tiempos distintos. Ademads, se introdujo la nocién de
entropia de entrelazamiento y se concluyé que la misma es cero para cualquier region
en el limite no relativista. La validez del teorema de Reeh-Schlider y la nulidad de la
entropia de entrelazamiento a priori hubiesen parecido incompatibles, sin embargo la
existencia de estados de particulas localizadas en posicion y la existencia de traslacio-
nes espacio-temporales en el limite no relativista, permiten que ambas proposiciones
puedan coexistir.

Finalmente, en el cuarto capitulo se consideré6 un campo de Dirac libre discreti-
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zado en 141 dimensiones espacio-temporales con una densidad no trivial de materia.
Se realizaron calculos para determinar la funciéon de correlaciéon de dos puntos, que
restringida a una regién permite obtener la entropia de entrelazamiento. En particular
se observé que para || < m la entropia continua siendo la misma que para p = 0. Por
otro lado, se realizd un programa que por el momento calcula los valores de la entropia
de entrelazamiento de un intervalo en la teoria discretizada. Param = 0,1y = 0,11 se
ajusto una dependencia logaritmica y se obtuvo una constante multiplicativa de 0, 343
que coincide aproximadamente con el término universal de 1/3 que aparece en sistemas
en 141 dimensiones.

Los préoximos pasos consistiran en obtener las curvas de entropia de entrelazamiento
que sean representativas de la teoria en el continuo. En dicha tarea deben modificarse
dos paramentros adimensionales, por tal motivo se requiere optimizar al maximo el
c6édigo numérico antes de emplearlo. Una vez obtenidas las curvas, se esperarian apre-
ciar distintos regimenes, entre ellos uno en el cual la entropia sea constante como en el
limite no relativista. También, se buscaran utilizar otros indicadores como la entropia
relativa para cuantificar como el vacio va “volviendose separable” al prender un poten-
cial quimico. En un periodo posterior, el objetivo del trabajo consistird en estudiar el
mismo sistema pero en 2+1 dimensiones espacio-temporales. En tal caso, se espera la
presencia de efectos mas dramaticos debido a la existencia de la superficie de Fermi.
Esto se debe a que en d = 3 para una CF'T, la entropia de una bola escalea con la ley de
dreas, es decir S(R) ~ £ (contribucién UV divergente), mientras que debido a la pre-
sencia del potencial quimico, la entropia deberfa escalear como S(R) ~ (krpR)log(krR)
(contribucién finita). Por lo tanto, esto conduciria a una violacién logaritmica de la ley

de areas, efecto no apreciable en d = 2.



Apéndice A
Teorema de reflexion de Schwarz

“Eppur st muove.”
— Galileo Galilei. Tras abjurar en 1633.

En relaciéon con la demostracion del teorema de Reeh-Schlieder probaremos que
g(u) =0 Vu € C si g es holomorfa en el semiplano superior H, continua a medida que
u se acerca al eje real por encima y nula en el segemento I = (—¢, €) del eje real. Por

esa razon, invocamos al teorema de reflexién de Schwarz.

Teorema de reflexiéon de Schwarz' Sea A C C un conjunto abierto con la
propiedad de que z € A < z € A. Sea f definidaen {z € A: Im(z) > 0} y continua en
dicho conjunto, asi como holomorfa en {z € A : Im(z) > 0}. Supongamos que z € ANR

implica que f(z) sea real. Entonces f posee una extensién analitica f:A—C tal que

. f(z) size A Im(z) >0
z :
f(z2) size A Im(z) <0

Definiendo A:={z € C: siz€ R = 2z ¢ (—00, —€] U [¢,00)} puede verse que A es
un conjunto abierto. Luego, como ¢ es holomorfa en el semiplano superior, continua a
medida que uu se acerca al eje real por encima y real en I = (—¢, €) (porque g(z) = 0 si
z € I), debido al teorema de reflexién de Schwarz concluimos que existe una extensién
holomorfa g en A. En otras palabras, g resulta holomorfa en el semiplano superior/in-
ferior asi como en I (en donde g se anula). Ahora, debemos hacer uso de la holomorfia
de g y de su nulidad en I. Por ese motivo, utilizaremos el hecho de que las funciones

holomorfas definidas en un domino (es decir, en un conjunto abierto y conexo) tienen

'En la literatura, se encuentra el denominado edge of the wedge theorem que es una especie de
generalizacién del Teorema de reflexién de Schwarz para varias variables.
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una propiedad interesante en relaciéon con sus ceros:

Proposicién®? Sea B C C un dominio (un conjunto abierto y conexo) y f una
funciéon compleja holomorfa en B. Si z5 € B es un punto de acumulacion de ceros de
f, entonces f =0 en B.

Utilizando la proposicion es evidente que ¢ debe anularse en A, porque cada z € [
es un punto de acumulacién de ceros en g. Finalmente, como sabemos que g es continua

a medida que u se aproxima al eje real concluimos que g(u) = 0si x € R. O

2Me gustaria agradecer a Javier Fernandez por indicarme que esta proposicién era necesaria para
la demostracién.
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